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近年のわが国における経済問題の主たる議論は，経済成長である。特に，ここ数年前以来
の経済成長率は，世界に類をみないほどの高率を示している。かかる状況のもとにおいて，
経済成長理論の方向へと，私自身引き込まれていった。一口に云って，成長論の中にも種々
なる論理があり，一息にそれらをマスターすることは困難で・あった。今回は主として時間 t
のパラメターを導入し，国民所得(生産物)Ytの変化を試みることにしたので、ある。
C 1 Jと(JlJにおいて， Harrod.Domar の成長論を述べ， ClI J項では， いわゆる乗数
と加速度因子の関係についての試みをなそうと考えている。最後に，本大学の研究論集第二
号 pp.90-91における補稿をもって，本原稿をとじたいと考えている。なお，補稿部分に
つきましては，水谷一雄先生より御教授いただきましたことに対して，絶大なる喜びを感じ
ている次第であります。
C 1 JHarrod-Domarの成長論;連続分析1) 
あらゆる変数は，時間の連続函数であり，しかも一次を仮定している。独立支出A，消費
Cと投資!とに分けるならば，その基本方程式は次の如くである。
Y=C+I+A. 
dY 
そこで， C =cY， 1 =v面t'すなわち，それぞれ消費函数と加速度関係を示すものである
から，上の式は次のように書き換えることができる。ただし， 0くcく1，v>Oである。
dY 
Y = c Y + v-;:. + A dt 
dY 
(1-c)Y= v亘r+A
dY 
Y=v一一+Adt 
y U dY+A 一一一:;d[Ts 
1 ) R.G. D. Allen : Mathe!1atical Economics， 2nd. 1959. p. 64~p. 69を参照。
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写=~(Y-~)
g=7とおく。ただし，s =1-c は限界貯蓄性向であり gはハロッドの保証成長率
である。
写=g(Y-~) -・(1)
これは，期間内の生産物 Y(tl の方向を満足する微分方程式である。
さて， A=一定，つまり一定の独立支出の場合を仮定するo Yは一定水準会からの所得
A ~..~ ，_ dy dY 偏差 (deviationof income)とする。すなわち， y=Y-7tであり，函=亘子とおけば， (1) 
式は次のようになる。
dv 
古=gy -・(2)
d /1. 1 dy 
この場合 g= ;>0である。玩(logy) =)1一面であるから， (2)式は次の如く書かれるO
L(附 )=g
logy=gt+定数
. y=Begt 
Bは初期の所得水準によってもたらされる定数である。 t=0のとき，y =Yo となる。
それから，B=y。と書けば， (局式の解は次の如くである。
y =yoeg t -・(3)
これは期間内の所得あるいは定常の累進的拡大 (steadyand progressive expansion) で
ある。この場合一定の成長率は g>Oである。一般に，限界貯蓄性向 s=1-cは，投資
係数 Uに比して小であり ，gは全く小さな正の分数である。
次に A=Aoe't，つまり，独立支出における累進的成長である。 Aの成長率は一定の定
数 rである。ただし，r>Oである。
そこで，方程式(1)は次のようになる。
dY ん An_¥ 
亘子=g~ l--Se") 
，. .， . • .，.. dY 
Y=Yoe'tとおけは、 (f[=rYoe't になる。これらを制式に代入すれば，
庁 oe't =g(Yoe' t -十ρ)
g十〆t=(g一川e'l
-・(会)
-・(5)
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今=(gーの)70
YO=今/(gーの
それ故， Y。が，この特別の値であると規定すれば r率によるYの累進的拡大は可能で
ある。
いま，y=Y-Yoe't と書けば，t =0のとき， Yo=Yo-Y。である。そして，伯式か
ら(司式を引けば，
dY ー (u A。¥/¥百 -rYoeYt=g(Y-767t)-g(YoEYt-76rt)
=gY -gYoe' t =g(Y -Yoe' t)=gy 
???
?
?
?
? ?
?
???
y =yoeg t 
これは，一定の独立支出の場合の(3)式と同じである。そこで仙式の解は次の如くである。
Y = Yoe' t + (Yo -Yo)e~ t 
Yo=十/(g-r) -・(6)2)
すなわち，生産物の均衡成長率 Y=Yoe7tとして述べられる。つまり，独立支出と同様の
率で拡大する。生産物が適切な水準 Y。で出発するならば，その次の方向は均衡方向 (equi.
librium path) に一致する。生産物の初期水準が適切で、ない Yoチ)70 ならば，その次の方
向は一様に累進的に均衡方向を離れる。
( H J Harrod-Domarの成長論;期間分析3)
ハロッドによる主要な仮定は，消費計画よりも， むしろ貯蓄計画が現実にあるというこ
とである。このことは，一期の遅れが導入される場合に可能な仮定である。 従って St=
sY/-1 である。この場合 Sは限界貯蓄性向であり，事前的な関係であるが，Stは事後的貯
蓄である。
事後的基本方程式は次の如くである。
Yt=Ct+lt+A， 
この場合， 1/は誘発投資であり， A，は独立投資である。放に， S/ =It +Atである。こ
← dY 
2) (6)式は Y=Yoe7t，y=yoeH ， dt とから求められる。
3) R. G. D. Al1en : Mathematical Economics， 2nd. 1959， p.74~p. 79を参照。
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れは，貯蓄と投資の事後的等式である。
いま，独立投資 At=Oの場合の事後的投資は次のようになる。
1t=St=sYt-1 
事前的誘発投資は，遅れのない加速度関係である。
1't=v(Yt-Yt-1) 
この場合 vば投資係数である。
Yt の保証成長率gは，投資計画が常に現実にあるということである。すなわちに対
して l't =ltとし、う均衡条件による。貯蓄計画が現実にあると仮定されているから，貯蓄と
投資が事後的の場合と同じように，事前的にも常に成り立つとL、う状態である。
l' t =lt 
v(Yt-Ytー 1)=SYt-1
Yt =(1寸)Ytー 1
g寸とおき，この差分方程式の解は次の如くである。
Yt = Yo(l+g)t 
それ故VC，Ytは累進的に保証率 g=?で、拡大する。
t期において現実化された投資以上の計画された投資の超過に対して，次のように書くこ
とヵ:で、きる。
Ut =1' t -lt =v(Yt -Yt--l)-SYt-l=VYt一(v+S)Yt-1 .....・・・・(7)
もし Ut>Oならば，この場合には現実化された投資ではなく，計画されたー投資である。
もし UtくOの場合には，意図されない投資がある。 t期の生産物 Yt は t-1期の与
えられた Ut-1手Oに関係する。
t期に Ut-1 の不足を埋合わせるほど卜分に生産物が増大するものと仮定する。
Yt=Yt-1+Utー1
け)式から次の式が得られる。
Yt=Yt-l+VYt-l一(v+S)Yt-2 -・(8)
故に，二階差分方程式は次のようになる。
Yt=(1+v)Yt-1一(v+S)Yt-2 -・(9)
さて Sが与えられたならば Ytの方向の性質は投資係数vに依存する。
次に期に Ut-1 の不足の調整に保証率による生産物増加があると仮定する。
Yt=(l+g)Ytー1+ Ut-1 -・・・・(10)
‘ 
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(拭と g=7によって，
Yt=Y21+71-1+叫 lーか+収t-2
故に，二階差分方程式は次の如くになる。
Yt =(l+V+ ~)Ytー 1 ー(山)Y t -2 .....・・・・(ゆ
S これは，Yt-1の係数の余分項 において(9)式と異なっている。いま，保証成長率によU 
って上述の仮定が達成されるならば，すなわち制式において Dt-1 =0の場合であるから，
このことは CIJにおける連続分析と同じであるということを意味している。
ここで， Harrodは二つの結論を導き出した。
第一の結論は次の如くである。
7t一1 を t-1期の成長率としよう。その場合，投資計画の不足は Ut-1である。すな
わち Yt=(l+7t-1)Y t-2 となる。 また，7tを t期に決定された成長率と一致するものと
すれば，Yt=(l+7t)Ytー1である。もし，投資不足 (Utー1>めがあるならば，成長率は
増大し，逆の場合 (Ut-1<めには減少するということが仮定される条件である。計画され
た投資が現実化されない限りでは，生産物の成長率は促進される。それ故に，その条件は次
のようになる。
7t>7t-1 if Ut-1>0 1 
if Ut-1=0ト
ij utー 1くo) 
?
7t=7t-1 
7tくれー 1
そこで，保証成長率が達成される。つまり ，ut-1=0の場合には，連続であるというこ
と，7t=7tー 1 であることは， (12)式から明白である。
次に，保証率よりも大なる成長率が達成されると仮定する。すなわち S 7t-1-V十e:， 
whereε>0である。
Ytー1=(1+7+れ 2と(拭から
Ut 1=u(1+7+れ-2ー (山九
ve:Yt-2>0であるから，幽式によって，
7t>7tー 1〉7
従って，成一長率は保証率から発散し続ける。 このことは， Harrodの第二の結論である。
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(ID 乗数効果と加速度因子4)
いま期における国民所得を Y(t)， 消費を C(t)， 投資を 1(t)とすれば，所得方程式
は次のようになる。
Y(t)=C(t)+1(t) 
. C(t) =cY( t) 
???
?
?
Cは限界消費性向であり， 1> c>Oである。
簡単化のために，誘発投資は消費の増分，つまりムC<I-J¥ に比例していると仮定する。
しかるに，消費は国民所得に比例すると考えるのだから，結局，誘発投資は国民所得の増加
分に比例する。
1(tl=vムY<1-1) -・..(3)
この場合 Vは加速度因子であり ，V>Oである。
(2)式と(3)式を(1)式に代入する。
Y(t)=cY(t)+VムY<1-1) 
ムY<I-ll=Y(t)-Y<Iー1l であるから
Y(υ=cY(t)+vY(t)-vY <1-1) 
{V一(1-c)}Y(t)=vY(t-1l 
?? 、 、 ??
?
?
?
?
? ??
~ ~で一一旦ー一一1=p とおけばv-(l-c) 
Y(t}-Yf )=1 u一一一1fY uー )
l/-1J -  Vー(1-c) -j 
Y(t)=Yυ-1) +pY U-l) =(1+p)Y (/-1l 
Y(t)=ムY(tー 1)+ Y <1ー 1) であるから，
(1+p)Y (tー 1)=ムYU-ll + Y (tー 1)
人ムY(/-1) =pY <1-1) 
もし，V >1-cならば，p>Oで，国民所得は成長率 pをもって成長する。なお， (2)式
の仮定，すなわち，現実の消費が，その期の所得に比例しているということは，現実的では
ない。この仮定の意味は，むしろ成長率をある一定の値にするためには，その期間の所得の
うち，どれだけを消費にまわさねばならないかということを示している。
次に，独立投資を毎期一定とし，これを Iで表わす。
Y(t)=cY(t)+1 .....・・・・ (4)
4)高橋健人著;差分方程式， 1957年， pp. 15~17 ， p. 27， p.102を参照。
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? ? ??
?
? ?? .....・ (5)
ところで，消費は，その期の所得によるのではなく，前期の所得に依存すると考える。
C(t)=cY (1ー 1) -・(6)
これを任)式に代入すれば
Y(t)=cY (1ー !l+1 
Y(t)-cY (1ー 1)=1 -・(7)
この式は，一階差分方程式であり，この解は次の如くである。
1-cl 
Y(t)=CIY(日)+τ=7I
cチ1ときに
Yω=CI {Y(Q)一占}+占
Y(Q)一己=).とおけば，
Y(t)=).CI +己
これは例式の一般解である。均衡値比占であるから，附主初期値が均衡値に等し
い場合である。 また，l>c>Oであるから Y(t)は均衡値に近づくということがわかる。
所得が均衡値に達した状態ではj 期の独立投資 Iカむその乗数IL倍だけの所得を生
み出しているということができる。
そこで， (6)式の仮定と，ゆ)式の仮定にも時の遅れの影響があるとすれば，
C(t)=cY (/-1) 
1(t)=vムY(/-2) =V{Y (1ー 1)- Y <t-2)} 
これらの二式と独立投資 Iとをは)式に代入するの
Y(t)=cY<tー 1)+V{Y (1ー !l-Y (/-2}+1 
Y(t)=(C+V)Y (1ー 1)-vY (/-2) +1 -・(8)
この場合， 1> c>O， v>Oである。
さて，独立投資が一定であるとすれば，伶)式は次のような二階差分方程式を得る。
Y <t)一(C+V)Y(/-1) +vY (/-2) =1 ……...・H ・-…(9)
いま次のような仮定をおく。
Y (/-2) =1(t)+d .....・・4め
これを(9)式に代入すれば
日、
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1 (1+2)一(c+v)I(1+1) +v1(t)+d(l-c)=1 
従って，
??
d=.1 一一-l-c .....・・・・倒
この値を(10)式に代入する。
y (1-2) =い己 .....・・(13)
次に 1u)を求めねばならない。
1 (1+2)一(c-v)I(1-1) +v1(t) =0 
I(t)=Axl とおけば，
Axl(X2ー (c+v)x+vJ=O
これの特性方程式は次の如くである。
......ω 
x2ー (c+v)x+v=O
二根を X1.X2とすれば
X1=Cc+v)+〆(c+v)2-4v
2 
x2=i:c+v)ー〆(c+v)2-4v
2 
.....・・・・帥
.....・・ (16)
X1チX2のとき，
11 =A1X11 +A2X21 ........(17) 
これは締式の一般解である。よって(9)式の一般解は次のようになる。
Yυ-2)=A山内AN+T3E
判別式 D=(C+V)2ー 4vにおいて. D>Oのとき.(C+V)2く4vとなる。この式の両辺
の平方根をとれば
c+vく2〆U .....・・・・(18)
さらに変形すれば
v -2〆v+1く1-c 
(〆V-1)2く1-c 
この両辺の平方根をとると，
〆v-1く〆1-c 
¥〆Uく1+〆1-c 
また，倒式を変形し，同じ方法で解けば，
1-2〆世 +vく1-c 
- 69-
〆v>l-〆1-c 
それ故に， 1+〆1-c>〆v>1-]/'1-c 
正根のときは振動しないから，加速度因子が， ある範囲の大きさであるときのみ振動す
る。
C!Vコ期間分析における乗数効果5)
さて，ある国の国内品消費 cY<I-ll と輸入品消費 mY(I-1) とする。 tは期聞を表わす
パラメターであり，圏内消費にそれぞれ遅れがあるものとおく。いま，二国に一定の独立投
資αが行われたとすれば，それぞれ二国の国民所得 Y1 は次の如く書くことができる。
Yl(t) =C1Yl(l-1) + m2Y2( 1-1) +α1 ) 
Y2(1)=C2Y2(1ー1)+m1Yl(lー 1)+α2) 
-・(1)
(1)式を変形すれば，二階差分方程式が得られる。
Yl(t) -C1Yl( 1-1) -m2Y2Uー 1)=α1) 
Y2U)ー C2Y2Uー 1)-m1Yl(ト1)=α2) 
-・(2)
いま，Yl(t)=Yl(t)+δ1> Y2(t)=Y2(t)+d2 とおき，(2)式に代すれば，
Yl( t)ー C1yl(1ー1)-m2Y2(1ー 1)+ d1- C1d1-m2d2=α1) 
Y2(1)-C2Y2(1ー 1)- m1yl( 1-1) - m1d1十九-C2d2=α2) 
-・(3)
従って，
(1-c1)d1- m2d2=α1 
、?????
，。???? ??、 。、 ， ???????? ? ??、?????? .....・・(4)
を得る。また，
Yl( t)一C1yl(1-1) -m2Y2( 1ー1)=0) 
Y2U)ー C2Y2(1ー 1)-m1yl(lー1)=0) 
-・(め
となる差分方程式を得る。
(会)式から，未定乗数 d1 とんを求めれば，
D， _ D自
d1 =;:，¥ d2=;:'" D' U D' 
??、 ， ????
?
?? 、、 ， ?? ??? ??、 、? ?
????
?
?
?
? ??
5)本項は広島経済大学研究論集第2号， March， 1969年で記述したものです。その後，南山大学教授
水谷一雄先生より，御厚情あふれる御注告と御鞭健を受ける機会を得ました。不備な点を訂正する
ことができますことは，私の最大の喜びとするところであります。ここに，水谷教授の恩恵に対し
心から敬意を表する次第であります。
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それ故に，
-m21 
1=(1ーら〕α1+m2α2
1-C2i 
α1 
1=(1-Cj)α'2+m1α1 
α21 
(]， =!21 (1--:'~2.2αj+m2α ï'j(α1 +，u2α2) 
j=D =江工瓦文F五下両;函-= 1-，uム-
8-Ez-m1αj+(1-Cj)α2__'1.:2(的 +μlαj)
2一D 一(l-Cj)(1-C2)-mj仇 1-ρ1，u2
. i'j=(1-Cj)-1，μj =mji'j， i=1， 2. 
ここで， (司式に次の式を代入する。
yj(υ=AjXjl， Yj(t)=BjXjl， where (i=1， 2) 
ただし， Aチ0，Bチ0，XチOとする。
AjXjl -c1Ajxjl-j -m2B2x21-1 = 0 
-mjAjx/-j +B2X21_C2B2X21ー 1=0) 
末知数A，Bに関して，
(x-cl)A-m2B=0 ) 
-mjA+ (x-c2)B=0 ) 
-・(6)
..(7) 
.....・ (8)
".<9) 
これは同次連立方程式であるから， A=O， B=Oのような自明な根 (trivialroot)以外の
根をもつためには，次の如くでなければならなし、。
-m21 
1= (x-Cj)(X-C2) -mjm2=0 
X-C21 
これは，また必要かつ十分条件でもある。
制式から，
X2ー (Cj+C2)X+ (C1c2-mjm2) =0 
2b=Cj+C2， C=CjC2-mjm2 とおけば，
..........・・・・・・(10)
.........ω 
x2-2b+ C =0 ・ H ・H ・-……(12)
この二根 Xj) X2とすれば，
Xj=2b+〆b2-c
x2=2b-〆b2-c
b2-cチOときは，同次方程式(5)の解は次のようになる。
yl(t)=Ajxjt +A2X21 
Y2(t)=Bjxjl +B2X2t 
喝
71ー
それ故に， (2)式の一般解は次の如くである。
YI(t) =A1Xlt +A2x2t +O1 
Y2(t)=B1X1t +B2X2t十九
(ω式を f(x) とおくの
f(x)=x2ー (C1+C2)X+(C山一m1m2)
dゲ
このとき，両'2>0であるから，
/却1，目h¥
f(日)=叩2一m1m2=C1ら~1- .~~" '~~~) 
この場合 C1C2(1一色1苧i>oとなる。ただし，
¥L1 (.，2 / 
…-
1>守>0，(;=1，わである。
いま，
ん=(1一ば1一小
一.. rj=l-cj， 1>手'->0，(i=1， 2) 
，目
(ロ)式なる特性方程式の二根， X}J X2との関係は X1>X2のときには 1>x1>x2>0か
ん>x2>1であることが明白である。。2)式の判別式Dは，
D =b2-4c= (C1 + C2)2_4(C1c2-mlm2) = (C1-c2)2+4m1m2>0 
すなわち， cゆ式の根は相異なる二つの実根をもつのであって，その絶対値は，ともに 1よ
り小である。
従って，
lim A j X j t = 0， lim B j X j t = O. 
よって，
lim YI(t) =δ1=色坐止些竺2~
t →∞ 1-μ1μz 
、
??
?
↑
?
? ? ??
?
?， ?
?
?
?
↑?
? ?? ?? ?????? ?? ????
あとがき
これまでの経済成長論として取り扱ってきたものは，いわゆる期間分析と呼ばれているも
のである。もちろん，かかる分析のみが成長論ではあり得ないことは云うまでもなし、。周知
の如く，生産函数による生産物の成長率，あるいは，資本，労働の成長率等々があり，近年
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よく耳にする潜在成長論という問題もある。かかる問題にも漸次ふれながら，国際経済学へ
の適用へと発展させたし、と考えている。そのためにも，諸先生方の御層、情ある御指導と叱責
を喜んで仰ぎたし、。このような好機が，私自身の手に掌握できる栄を援けられるように祈上
しています。
-September 16， 1969 
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